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Scenario demografico
L’intervallo temporale di riferimento [0,T] è diviso in n intervalli tutti
della stessa ampiezza ∆: così è n∆=T.

• qh, h=1,2,...,n, probabilità di decesso nell'h-esimo periodo,
((h-1)∆,h∆]: in particolare si assume che il decesso avvenga
esattamente all'epoca (h-1/2)∆

• βh=1-q1-q2-...-qh, h=1,2,...,n, probabilità di sopravvivenza fino
all'epoca h∆

• qh+k,h=qh+k/βh, k=1,2,...,n-h, probabilità di decesso nei
successivi n-h periodi ((h+k-1)∆,(h+k)∆] se l'assicurato è vivo 
all'epoca h∆, h=1,2,...,n-1

• βh+k,h=1-qh+1,h-qh+2,h-...-qh+k,h, k=1,2,...,n-h, probabilità di 
sopravvivenza fino all'epoca (h+k)∆ se in vita all'epoca h∆



Scenario finanziario
v=(1+r)-∆ fattore di sconto per un periodo di ampiezza ∆, r è il
corrispondente tasso di valutazione annuo.

Ipotesi degli alberi binomiali ricombinanti: la distribuzione della
quotazione aleatoria dell'unità all'epoca h∆, Sh, h=1,2,...,n, è binomiale-
geometrica caratterizzata dai parametri p,h,u,d, con u>d e con p" (0,1).

Posto S0=1, è pertanto per i=0,1,...,h, P(Sh= sh,i = uidh-i) =     pi(1-p)h-i
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Nello scenario Black-Scholes le variabili aleatorie log(Sh/Sh-1), per
h=1,2,...,n, sono i.i.d. con distribuzione normale di media µ∆ e scarto
quadratico medio σ∆1/2. Una valorizzazione dei parametri p, u e d, che
riproduce alcune delle condizioni dello scenario Black-Scholes (in
particolare i primi due momenti della variabile aleatoria Sh) si ottiene
risolvendo il seguente sistema
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Lo schema delle prestazioni
Sia h*∆ con h*�{0,1,...,n}, l'epoca in cui il valore corrente dell'unità,
sh*,i con i=0,1,…,h*, diviene la prestazione minima garantita.

La prestazione prevista contrattualmente è
• Sh-1, h=1,2,...,h* se l'assicurato muore prima dell'epoca h*∆,
 nell'intervallo ((h-1)∆,h∆]
• max(Sh-1,sh*,i), h=h*+1, h*+2, ..., n, se l'assicurato muore dopo

l'epoca h*∆, nell'intervallo ((h-1)∆,h∆]
• max(Sn,sh*,i), se l'assicurato sopravvive fino a scadenza

Oss. Nel caso in cui l'assicurato muore dopo l'epoca h*∆, vale per
h= h*∆ +1, h*∆ +2,..., n+1

 max(Sh-1,sh*,i) = sh*,i + max(Sh-1-sh*,i,0)
e max(Sh-1-sh*,i,0) è la prestazione di una opzione di tipo call europeo
stipulata all'epoca 0 con scadenza all'epoca (h-1-h*)∆, con prezzo di
esercizio sh*,i e con valore del sottostante alla stipula dell'opzione uguale
al prezzo di esercizio (opzione cosiddetta “at the money“).



Il valore atteso della prestazione dopo che la prestazione minima
garantita si è delineata

Fissati i parametri µ, σ e r, sia C(s,j) il valore atteso all'epoca 0 di una
call cosiddetta "at the money" con prezzo di esercizio pari a s e con
scadenza all’epoca j∆ (C(s,j) è lineare rispetto alla variabile s).

Ipotizzando che il decesso dell'assicurato nell'intervallo ((h-1)∆,h∆],
con h=1, 2, ..., n, avvenga all'epoca (h-1/2)∆ e assumendo che la
prestazione prevista in caso di decesso sia immediatamente liquidata, il
valore atteso della prestazione all'epoca h*∆ nell'ipotesi in cui sh*,i sia la
prestazione minima garantita fissata a tale epoca, M(sh*,i,h*) è dato da
(anche M(s,h*) è lineare rispetto alla variabile s)

M(sh*,i, h*)= sh*,iM(1, h*) =
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Tenendo anche conto della possibilità che l'assicurato muoia prima
dell'epoca h*∆, il valore atteso della prestazione all'epoca 0, W(h*) con
enfatizzazione della scelta dell'epoca h*∆ da parte dell'assicurato, è dato
da

 W(h*) =

Un assicurato perfettamente razionale e massimizzatore del valore atteso
della prestazione, sceglierà h*ott  tale che

Oss. A h*=n e a h*=0 corrispondono rispettivamente i casi di polizze
Unit Linked senza rendimenti minimi garantiti e con rendimento minimo
garantito (pari a 0) definito alla stipula del contratto.

Il valore atteso della prestazione
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età=50, T=10, ∆=1/2, µ=0.03, σ=0.2, r=0.05

Esempi numerici: la parametrizzazione standard



h*   W(h*)                  h*         W(h*)              h*       W(h*)

0 1.0711 7 1.0816 14 1.0867

• 1.0756 8 1.0851 15 1.0851

• 1.0744 9 1.0817 16 1.0811

• 1.0782 10 1.0873 17 1.0822

• 1.0784 11 1.0820 18 1.0666

• 1.0803 12 1.0881 19 1.0714

• 1.0820 13 1.0845 20 1.0137

I risultati al variare di h*

Oss. Come c’era da aspettarsi il caso h*=20, ovvero la polizza
senza rendimento minimo garantito, dà luogo al più basso valore
atteso della prestazione. Inoltre è h*ott=12.



           W(h*ott)           h*ott
"standard" 1.0881 12
   età=30 1.0887 12
   età=70 1.0824 12
   T=5 1.0820   2
   T=15 1.0939 22
   ∆=1 1.0917   7
   ∆=1/3 1.0869 18
   µ=0.02 0.9986   8
   µ=0.04 1.1910 14
   σ=0.15 0.9768 12
   σ=0.25 1.2370 12
   r=0.04 1.1972 12
   r=0.06 0.9900 12

I risultati al variare dei parametri: analisi di sensitività



Il valore atteso della prestazione è molto sensibile a variazioni dei
parametri che caratterizzano lo scenario finanziario.

L'epoca in cui il valore corrente dell'unità diviene la prestazione
minima garantita che massimizza il valore atteso della prestazione, si
posiziona in molti casi un po’ dopo la metà dell'intervallo temporale
di riferimento.

Il posizionamento dell’epoca che massimizza il valore atteso della
prestazione è molto sensibile a variazioni del rendimento atteso
dell'attivo di riferimento, µ: se si riduce il valore di µ si ottengono
valori più bassi di h*, ovvero, se peggiorano le prospettive sul
rendimento atteso dell'attivo di riferimento conviene anticipare
l'epoca di valorizzazione della prestazione minima garantita!

Commenti ai risultati numerici



Possibili evoluzioni della polizza descritta in questo lavoro

• prestazione minima garantita esigibile anche in caso di 
riscatto anticipato (garanzie di tipo americano)

• l’assicurato può fissare in un qualsiasi istante il valore 
corrente della quota come prestazione minima garantita 
(sia con garanzie di tipo europeo che con garanzie di tipo 
americano)

• possibile switch in un fondo meno rischioso al momento 
della valorizzazione della prestazione minima garantita

Considerazioni conclusive
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