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La Dipendenza tra Variabili Aleatorie e le Copule
1. Concetti Introduttivi



Concettl introduttivi

Introduzione

La valutazione simultanea di piu rischi fa sorgere il problema di come considerare "congiuntamente” le
grandezze aleatorie oggetto di studio, al fine di quantificare il rischio complessivo risultante a cui si € esposti.
Il problema, quindi, si sostanzia nel riuscire a comprendere e modellizzare nel modo piu opportuno possibile
le differenti forme di dipendenza esistenti tra due o piu rischi.

In termini generali, le relazioni esistenti tra due rischi posso essere classificate come segue.

1)
2)
3)
4)

5)

Perfetta dipendenza positiva: i rischi si muovono esattamente all’unisono, in quanto esiste una
dipendenza funzionale crescente tra le grandezze aleatorie in esame (cd comonotonicita).

Dipendenza positiva: 1 rischi si muovono nella medesima direzione, al crescere di uno cresce 1’altro e
viceversa, ma non con la medesima intensita (cd concordanza).

Indipendenza: non vi € alcuna relazione tra i rischi, questi sono "slegati* tra loro: al variare dell’uno,
I’altro non ne risulta influenzato.

Dipendenza negativa: i rischi si muovono in direzioni opposte, al crescere di uno decresce 1’altro e
viceversa, ma non con la medesima intensita (cd discordanza).

Perfetta dipendenza negativa: i rischi si muovono esattamente in direzioni opposte, in quanto esiste una
dipendenza funzionale decrescente tra le grandezze aleatorie in esame (cd contromonotonicita).
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Introduzione
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Ad esclusione del solo caso di perfetta dipendenza positiva tra i rischi, la dipendenza tra due rischi comporta
un effetto di diversificazione tra gli stessi, intesa come riduzione di variabilita.

\ A 4

Assumere, quindi, congiuntamente molteplici rischi determina un rischio complessivo a cui si € esposti
minore rispetto a quello che si fronteggerebbe considerando disgiuntamente i singoli rischi.

La diversificazione tra i rischi € tra 1 fondamenti dell’attivita assicurativa.
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Introduzione
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Perfetta dipendenza

Dipendenza negativa Indipendenza  Dipendenza positiva positiva

massimo alto medio basso nullo
effetto di diversificazione
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Dipendenza e diversificazione tra i rischi sono due concetti inscindibili tra loro; il grado di
diversificazione ottenibile dipende dal grado di dipendenza tra i rischi (ma non solo, essendo
coinvolte anche le dimensioni relative dei rischi).

Appendice 1: Variabili aleatorie unidimensionali ¢ bidimensionali
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2. Misure di Dipendenza



Misure di dipendenza

Dipendenza tra due variabili casuali

Una misura di dipendenza ha I'obiettivo di cogliere, con determinate specificita, la relazione esistente tra due
variabili aleatorie. Le misure presentate nel seguito afferiscono a tre diverse tipologie di legami che possono
sussistere tra una coppia di variabili casuali, quali (i) il grado di dipendenza lineare, (ii) il grado di
concordanza e (iii) la dipendenza di coda.

Preliminarmente e opportuno richiamare i concetti di indipendenza e perfetta dipendenza positiva e negativa.
Due variabili aleatorie sono tra loro indipendenti se e solo se vale la seguente relazione:

F(x,y) = F(X)F(y) V(x,y) € R?
dove F(x,y) rappresenta la funzione di ripartizione (FdR) congiunta.

Il concetto di perfetta dipendenza positiva tra le v.a. X e Y e espresso dalla proprieta di comonotonicita. In
particolare, due variabili aleatorie sono dette comonotone se una & funzione crescente dell'altra:

X=9()

dove () rappresenta una funzione crescente.



Misure di dipendenza

Dipendenza tra due variabili casuali
Una importante conseguenza della comonotonicita risulta essere l'additivita dei quantili delle variabili

casuali. Dato il quantile di ordine a, q,, vale:
Qa(X +7Y) = Qa(X) + qo(Y)

Situazione speculare rispetto al caso di perfetta dipendenza positiva e quella definita di contromonotonicita;
In tale situazione, la v.a. X risulta essere funzione decrescente di Y

X=9({)

dove Y (+) rappresenta una funzione decrescente.



Misure di dipendenza

Dipendenza tra due variabili casuali

Date due v.a. continue X e Y, le proprieta desiderabili di una misura di dipendenza §(X,Y) possono essere
Individuate nelle seguenti (Joe (2016)):

1)
2)
3)

4)
5)
6)

Esistenza: 6 (X, Y) deve essere definita per ogni v.a.
Simmetria: 6(X,Y) = §(Y,X)

Range: —1<d6(X,Y)<1,con 6(X,Y)=—-1¢e §(X,Y)=1 se le va. X e Y sono rispettivamente
contromonotone e comonotone

Indipendenza: 6(X,Y) =0seX LY
Coerenza di segno: §(—X,Y) = —=6(X,Y)
Invarianza: 6 (X,Y) = §(¥,(X), ¥, (Y)) con e P, funzioni strettamente crescenti



Misure di dipendenza

Correlazione lineare

Il coefficiente di correlazione lineare di Pearson (p) permette di quantificare il grado di relazione lineare
esistente tra due variabili casuali.

Date X e Y, dotate di media e varianza finite, il coefficiente di correlazione lineare e definito come segue:

cov(X;Y)
o(X)a(¥)

p(X;Y) =

Il valore di p & compreso, per costruzione, nell'intervallo [—1,1]. In particolare, |p(X;Y)| = 1 se le v.a. sono
perfettamente dipendenti tra loro in modo lineare, quindi X = a + bY con a,b € R e b > 0 nel caso di
dipendenza positiva mentre b < 0 nel caso di dipendenza negativa.

Inoltre, per by > 0e b, > 0 vale,
p(a1 + b]_X, a, + sz) — p(X, Y)

Il coefficiente di correlazione lineare, quindi, € invariante rispetto a trasformazioni lineari strettamente
crescenti delle variabili aleatorie.



Misure di dipendenza

Correlazione lineare
Il valore di p, tuttavia, non rispetta la proprieta di invarianza rispetto a trasformazioni non lineari strettamente

crescenti o decrescenti delle v.a.:
pX); YY) # p(X;Y)
dove Y (-) rappresenta una funzione non lineare strettamente monotona crescente.

Esempio

Sia F(x,y) la funzione di ripartizione della variabile bidimensionale Normale Standard di parametro p =
0,5 e siano F(x) e F(y) le funzioni di ripartizione delle rispettive variabili marginali Normali Standard. Per
costruzione le v.a. X e Y risultano correlate tra loro con p = 0,5.

Si consideri come funzione strettamente monotona crescente su tutto il dominio R la funzione cubica ¥ (x) =

x3.

Il coefficiente di correlazione lineare calcolato sulle variabili trasformate X3 e Y3 non coincide con il valore
originario di 0,5 ma e pari a 0,35.

12



Misure di dipendenza

Correlazione lineare

In generale non e sempre possibile ottenere un coefficiente di correlazione lineare pari a —1 e +1; i valori
estremi ottenibili di p, infatti, possono essere compresi nell'intervallo —1 < p,in <0 < ppgx < +1.
L’ampiezza dell’intervallo [pmin; Pmax] dipende dalle specificita delle v.a. in esame; il coefficiente di
correlazione, quindi, dipende dalle caratteristiche distributive delle variabili aleatorie marginali.

La correlazione tra due v.a. € pari a P, © Pmax S€ € Solo se le variabili sono rispettivamente

contromonotone e comonotone; la relazione inversa, quindi, e soddisfatta (McNeil, Frey, Embrechts (2005),
p. 204).

In situazioni di perfetta dipendenza, inoltre, il coefficiente di correlazione lineare non assume
necessariamente valori elevati; tanto piu la relazione tra due variabili e distante dalla linearita e minore sara la
capacita del coefficiente di correlazione di cogliere la dipendenza tra le variabili aleatorie stesse.

Il coefficiente di correlazione lineare calcolato tra due v.a. indipendenti assume valore nullo. Un valore di
p = 0, tuttavia, non implica l'indipendenza tra le variabili stesse; la relazione inversa e valida solo nel caso di
variabili gaussiane.
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Correlazione lineare
Esempio (segue)

Si voglia calcolare il valore di p tra le v.a. X e Y costruite come segue: X ~ N(0,1) e Y = X3. Le due v.a.
sono tra loro comonotone in quanto la v.a. Y e funzione strettamente crescente di X.

Per determinare il coefficiente di correlazione di Pearson tra le due v.a. € necessario quantificare la varianza
dellav.a. Y e successivamente il termine di covarianza tra le due v.a..

In particolare, la varianza del cubo della variabile Normale Standard é pari a:

var(Y) = E(Y?) —E(Y)? = E[(X3)?] - [E(X®)]? = E(X®) — 0 = 15

In quanto, per unav.a. N(u, o) il momento centrale di ordine n puo essere scritto come:
0 se n dispari

E[((X—w"] = {a"(n — se n pari

dove c!! rappresenta il doppio fattoriale! della grandezza c; si noti che E[(X — u)"™] = E(X)™ se u = 0. Ne
consegue quindi che E(X®) = ¢°(5!!) = 15.

C c+1

: : : e N 3 o : — 14
111 doppio fattoriale di un numero c e definito come segue: se c e parisi ha c!! = [; _, 2k, mentre se c e dispari vale c!! = [[,2,(2k — 1).



Misure di dipendenza

Correlazione lineare
[l termine di covarianza, invece, risulta essere il seguente:

cov(X;Y)=EXY)—EMX)E(Y) =EXX3)—-0=EX*) =c*(3") =3
Il coefficiente di correlazione lineare, quindi, e pari a:

cov(X;Y) 3
c(X)a(Y) V15

o(X;Y) = = 0,78

0.8

Si noti che, in termini generale, stante X ~ N(0,1) e Y = X", vale:

0.6

( 0 se n pari > ax
PO XT) =4 __ 1

se n dispari
o/ (2n — D!

0.2

0.0

Esempio (fine) 3 5 ; 5
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Correlazione lineare

In definitiva, le principali limitazioni nell'uso del coefficiente di correlazione lineare per descrivere la
dipendenza tra due v.a. sono le seguenti:

p € definito solo per v.a. con media e varianza finite;

p = 0 implica I'indipendenza tra le v.a. solo se le variabili sono gaussiane;
* il valore di p dipende dalle caratteristiche distributive delle v.a. marginali;

* P =Pmin © P = Pmax S€ € SOl0 se le v.a. sono perfettamente dipendenti tra loro in senso negativo e
pOsitivo e viceversa,

* il coefficiente di correlazione lineare non e invariante rispetto a trasformazioni non lineari strettamente
crescenti,

« le v.a. marginali e il valore di p determinano univocamente la distribuzione di probabilita congiunta solo
nel caso di distribuzioni ellittiche.

Il coefficiente di correlazione lineare non soddisfa le
proprieta desiderabili di: ""esistenza’ e "'invarianza™




Misure di dipendenza

Misure di concordanza

Il T di Kendall e una misura di concordanza tra due variabili casuali ed e definito come la differenza tra le
probabilita di concordanza e discordanza delle coppie div.a. (X,Y) e (X', Y") indipendenti tra loro e dotate di
medesima FdR:

TX,Y)=PI[X-X)YY-Y)>0]-P[X—-X)H(Y-Y") <0]
Il T di Kendall inoltre puo essere espresso come,

T=4ffF(x,y)f(x,y)dxdy—1

La versione campionaria, di contro, & definita come:
c—d c—d
’l' — —
c+d (n)
2
dove c e d rappresentano rispettivamente il numero delle concordanze e discordanze tra le coppie di
osservazioni, mentre n la numerosita campionaria.




Misure di dipendenza

Misure di concordanza

Il p di Spearman e una misura di concordanza tra due variabili casuali e puo essere definito, data la v.a.
bidimensionale (X, Y), come il coefficiente di correlazione lineare calcolato tra le FAR F(x) e F(y) :

ps = plF(x); F(y)]

La versione campionaria, invece, e definita come:

12 i n+1 n+1
’Os_n(nz—l),1 " 2 > 2
1=

dove r; e s; rappresentano rispettivamente il rango dell’osservazione x; € y;, mentre n la numerosita
campionaria.
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Misure di concordanza
Per il = di Kendall e il p di Spearman, valgono i1 seguenti risultati:
I'indipendenzatra X e Y implicat = pg = 0, tuttavia non vale la relazione inversa,

T,ps € [—1,+1], inoltre 1 valori di —1 e +1 sono raggiunti solo quando le v.a. sono tra loro
contromonotone e comonotone rispettivamente e vale anche la relazione inversa;

T, Ps SONO Invarianti rispetto a trasformazioni strettamente monotone crescenti delle variabili aleatorie;

In generale, la distribuzione congiunta di una variabile aleatoria F(x,y) non € univocamente determinata
dalle distribuzioni marginali F(x) e F(y) e dal T di Kendall o il p di Spearman.

Si noti, infine, che, a differenza del coefficiente lineare di Pearson, date due variabili aleatorie marginali
continue, e sempre possibile costruire una v.a. congiunta con valore di concordanza arbitrario nell'intervallo
[—1, +1].

Data una v.a. bidimensionale F(x, y), dotata di marginali X e Y continue, il T di Kendall e il p di Spearman
sono legati dalle seguenti relazioni (Nelsen (2006)):

3t —1 1+ 27 — 12
e —1<3t—2ps <1 TZ < pg < +; ‘ per 1=0
: 1+P52(ﬂ)zel-%2(ﬁ)2
2 2 2 2 124211 1+ 3t
> < ps < > per 1T<0
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Dipendenza di coda

| coefficienti di dipendenza di coda misurano la dipendenza esistente nelle code superiore e inferiore di una
distribuzione bivariata. Tali misure sono definite come una probabilita condiziona e dunque hanno dominio
[0,1].

In particolare, il coefficiente di coda superiore e risulta essere:
Ay = lim P[Y > F; Y (@)X > Fyl(a)]

a-1"

dunque, Ay guarda alla probabilita che la variabile Y ecceda il quantile di ordine a, condizionatamente a
valori di X che eccedono il rispettivo quantile a.

Se Ay =0, allora le v.a. X e Y sono asintoticamente indipendenti nella coda superiore, viceversa le v.a.
mostreranno dipendenza di coda superiore.

Analogamente, il coefficiente di coda inferiore e definito come:
A = 1ir(r)1+ PlY < Y (a)|X < Fyl(a)]
a—

Se le v.a. X e Y sono comonotone vale Ay = 1, di contro per v.a. contromonotone e indipendenti si ha A; =
0.

| coefficienti di dipendenza di coda non soddisfano le
proprieta desiderabili di: "'coerenza di segno™ e *'range"
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3. Copule Bivariate



Copule bivariate
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Copule bivariate

Definizione e proprieta

Considerando senza perdita di generalita il caso bivariato, una copula e definita come una funzione di
ripartizione bivariata con variabili marginali uniformi standard,
C(u,v):[0,1]* - [0,1] conu,v € [0,1].

Le seguenti proprieta caratterizzano una copula:

e C(u,0)=Cc0,v)=0

e Clu,l))=u e C(L,v)=v

* Peruq,u, evy, v, talicheu; <u, ev; < vy, vale

C(uz,v2) — C(uz,v1) — C(uq,v3) + C(uy,vq) = 0.

Teorema di Sklar

Sia F(x,y) una FdR bidimensionale e siano F(x) e F(y) le FdR marginali. Allora esiste una funzione copula
C tale per cui per ogni (x,y) € R?
F(x,y) = C(F(x),F(y))

Di contro, se C € una copula e F(x) e F(y) sono le FdR marginali, allora la funzione F(x,y) definita dalla
relazione precedente e una FdR bivariata di marginali F(x) e F(y).



Copule bivariate

Definizione e proprieta
Per ogni coppia di v.a. X e Y, la funzione copula C e definita su Range(F(x)) X Range(F (y)).

Il teorema di Sklar, quindi, fornisce una rappresentazione della FAR congiunta in termini della funzione
copula. E possibile inoltre invertire la relazione ed esprimere la copula in termini di FdR congiunta e delle
funzioni quantiliche delle v.a. marginali:

C(u,v) = Fyy (F)Zl(u), Fy_l(v)) conu,v € [0,1]

Date le v.a. X e Y continue, dal teorema di Sklar deriva che sottostante ad ogni distribuzione bivariata
(multivariata) esiste una sola copula; di contro, data una funzione copula, € possibile costruire infinite
distribuzioni bivariate (multivariate).

Appendice 2: Estrazione funzione copula data una v.a. bivariala

Appendice 3: Costruzione v.a. bivariata data una funzione copula




Copule bivariate

Definizione e proprieta
La funzione di densita di una v.a. bidimensionale puo essere espressa in termini di funzione di densita della

copula sottostante,
fO,y) = c(F(x), FD)f()f )
dove c(u, v) e la densita della copula, che a sua volta puo essere ottenuta come,

0%C(u,v)
Juov

Infine, data la v.a. bidimensionale dotata di FdAR F(x,y), le FdR e densita condizionate possono essere
espresse come segue:

c(u,v) =

dC(F(x), F(¥))
oF(y)

0F (x,y)

5 /f)

F(x|y) = /) =

Cfy) c(FOLFM)fFf )
flxly) = o) ) = c(F(x), F(y))f (x)




Copule bivariate

Definizione e proprieta

Le funzioni copula sono invarianti rispetto a trasformazioni strettamente crescenti delle variabili,
C(Y,(u),Y,(v)) = C(u,v) dove Y, e P, sono due funzioni strettamente crescenti.

Inoltre, valgono i seguenti risultati:
* se 1, e strettamente decrescente e i, e strettamente crescente, allora
CW(w),Y,(v)) =v—CA —u,v) = Cypo(u, v)
che individua la copula C ruotata di 90°.
* se 1, e, sono strettamente decrescenti, allora
CW(w),Y,(v)) =u+v—-1+CA—-u,1-v)=Cigp(u,v)
che individua la copula C ruotata di 180°, definita anche survival copula.
* se 1, e strettamente crescente e 1, e strettamente decrescente, allora
CW1 (W), Yo,(v)) =u—Cu,1—v) = Czr9-(u,v)
che individua la copula C ruotata di 270°.
Quest’ultima, inoltre, puo essere ottenuta tramite rotazione di 180° della copula Cyy., infatti:

Cuwv)=ut+v—-1+[1—-v—-Cu,1—-v)] =Chrp(u,v)



Copule bivariate

Definizione e proprieta

10
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7(C) = 1(C1g¢°)
5.000 realizzazioni della copula
Clayton di parametro 8 = 2

grafico in alto a sinistra), della
copula ruotata di 90° (grafico in
alto a destra), della copula ruotata
di 180° (grafico in basso a :
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T(C9o°) = 17(C37¢°)
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Cc _ 180
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Copule bivariate

Definizione e proprieta
Teorema: limiti di Fréchet-Hoeffding

Per ogni copula € si hanno i seguenti limiti,
max(u +v —1,0) < C(u,v) < min(u, v)

dove
W(u,v) = max(u + v — 1,0)

individua il limite inferiore di Fréchet-Hoeffding dato dalla copula contromonotona, mentre
M(u,v) = min(u,v)

rappresenta il limite superiore dato dalla copula comonotona.

Le funzioni copula, quindi, permettono di costruire strutture di dipendenza che variano tra i casi di perfetta
dipendenza negativa e positiva.

Il caso di indipendenza, invece, e dato dalla copula prodotto:
[I(u,v) = uv

Una famiglia di copule e definita "completa” (comprehensive) se permette di ottenere le copule W, M e II.



Copule bivariate

Misure di dipendenza per le funzioni copule
Per simulare da una copula e possibile, in termini generali, ricorrere al metodo della distribuzione
condizionata (Nelsen (2006)). Per generare coppie di numeri casuali dalla copula C(u,v) e necessario
eseguire 1 seguenti passaggi:
1) Generare due v.a. u e t indipendenti e uniformi in [0,1];
ac(u,t).

ot '’

2) Porre v = FCU(u|t), dove FD rappresenta la funzione quasi inversa di F, con F(ult) =

3) Le realizzazioni distribuite secondo la copula C saranno (u, v).
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4. Principali Famiglie di Copule Bivariate



Principali famiglie di copule bivariate

Distribuzioni ellittiche

Una v.a. X n-dimensionale possiede distribuzione ellittical? di parametri u, di dimensione (n X 1) e X,
matrice simmetrica e semidefinita positiva di dimensione (n X n), se

X=u+RAU
dove,
« A e unamatrice (n X n) tale per cui A’A = X, con rango(X) = n;
* R e unav.a. unidimensionale (= 0), denominata variabile generatrice;

« U e la v.a. n-dimensionale distribuita uniformemente sulla superficie dell’ipersfera di raggio unitario in
R™. La v.a. U prende il nome di base uniforme e, inoltre, € una v.a. indipendente da R.

Si noti che la conoscenza della variabile aleatoria generatrice, R, permette di generare delle realizzazioni
casuali dalla v.a. X.

1Si parla di distribuzione sfericase u = 0e X = 1.
2 Per una trattazione approfondita del tema si rimanda a Fang, Kotz e Ng (1989).



Principali famiglie di copule bivariate

Distribuzioni ellittiche

| parametri u e X rappresentano rispettivamente 1 parametri di posizione e di dispersione della v.a. ellittica.

Data la matrice X, inoltre, si ha .
L,j

Pij = ———
XA N
Se le v.a. X; e X; possiedono media e varianza finite, vale che

COU(Xi,Xj)
Jvar(X)var(X;)
e quindi p; ; coincide con il coefficiente di correlazione lineare di Pearson.

Pi,j

Il concetto di correlazione lineare, quindi, nel contesto delle variabili ellittiche risulta essere una naturale
misura di dipendenza tra le variabili marginali coinvolte in quanto svolge un ruolo di parametro caratteristico
della distribuzione multivariata stessa nonche della rispettiva copula sottostante.

La matrice di elementi p; ; € individuata con P e prende il nome di matrice di correlazione (nel contesto delle
copule risulta in genere piu conveniente considerare tale matrice, la quale mette in evidenza direttamente i
parametri di dipendenza sottostanti alle v.a. marginali).



Principali famiglie di copule bivariate

Copula Gaussiana
La copula implicitamente definita dalla distribuzione Gaussiana! puo essere espressa come segue:

C(u,v) = @p(d~H(w), @71 (v))

dove ®p individua la FdR della v.a. Normale bidimensionale N (0, P), mentre @ la FdR della v.a. Normale
standard unidimensionale, N(0,1).

La copula Gaussiana e una famiglia "completa™ in quanto, sotto opportune scelte del parametro p, coincide
con la copula prodotto, con la copula comonotona e contromonotona:

e sep=-1,C=W,;
*sep=0,C=II
*sep=+1,C =M.

Il T di Kendall, come per tutte le copule ellittiche, € paria T = %arcsin(p); la copula gaussiana, infine, non
possiede dipendenza di coda, Ay = A; = 0.

f(ay,x,) = = |5 e {2 (e — )21 - )



Principali famiglie di copule bivariate

Copula Gaussiana

Si noti che per simulare dalla copula gaussiana e sufficiente simulare dalla corrispondente v.a. N(u,X) e
infine calcolare le FAR unidimensionali delle v.a. simulate (a fronte della proprieta per le copule di invarianza
a trasformazioni strettamente crescenti delle v.a. marginali, la copula della distribuzione N (u, ¥) coincide con
quella della variabile N(0, P), ossia la v.a. con marginali standardizzate):

1) Simulare (X{,X,) dallav.a. X ~ N(u, X); p =05
2) Calcolare U =®, , (x;) eV ==®, . (x3)




Principali famiglie di copule bivariate

Copula t-student
La copula implicitamente definita dalla distribuzione t-student® puo essere espressa come segue:

C(u,v) = ty, p(tyt (W), tyt (v))

dove t,, p Individua la FdR della v.a. t-student bidimensionale t(0, P, m), mentre t la FdR della v.a. t-student
standard unidimensionale di parametro m.

La copula t-student coincide con la copula contromonotona e comonotona per valori di p paria —1 e +1
rispettivamente. Invece, per p = 0 (con m < oo) non si ottiene la copula prodotto. Per m — oo, infine, la
copula t-student coincide con la copula Gaussiana:

esep=-1,C =W,
e sep=+1,C = M,

e sem > o, C = C Gaussiana

Per p + —1 la copula t-student possiede dipendenza di coda Ay = A; = 2t,,,41 <—\/(m+113r(p1_p)>.

1 r(lJ%) —(14+m/2)

o) = o B {1+

(x—u)’E‘l(x—u)}

m



Principali famiglie di copule bivariate

Copula t-student

Si noti che per simulare dalla copula t-student & sufficiente simulare dalla corrispondente v.a. t(u, X, m) e
Infine calcolare le FAR unidimensionali delle v.a. simulate:

1) Simulare (X{,X,) dallav.a. X ~ t(u, X, m);
2) Calcolare U =t, 4 (x1)eV=t, 5 (x2)

p=20,5

Appendice 4: Alire famiglie di copule ellittiche 36




Principali famiglie di copule bivariate

Copule archimedee: definizione e proprieta

Le copule archimedee! sono definite tramite la funzione denominata generatore della copula.

In particolare, sia ¢:[0,1] — [0, o] una funzione continua e strettamente decrescente, tale che ¢(1) =0 e
®(0) < oo

La pseudo-inversa di ¢ & la funzione ¢!~ di dominio [0, oo] data da,

_ o), 0<t<¢()
0= p(0) <t<ow

Inoltre, se ¢(0) = oo, vale che ¢!~ = <p‘1.

Se la funzione ¢ e convessa allora,
Cw,v) = pl"H(pw) + o(v))

e una copula archimedea bivariata.

Le copule archimedee, quindi, possono essere costruite sfruttando la relazione precedente, in quanto e
sufficiente trovare un’opportuna funzione ¢ che sia continua, decrescente e convessa da [0,1] a [0, o) con

p(1) =0.

1 Per una completa trattazione del tema si rimanda a Joe (1997) e Nelsen (2006).



Principali famiglie di copule bivariate

Copule archimedee: definizione e proprieta
Le copule archimedee di generatore ¢ godono delle seguenti proprieta:

- C e simmetrica, C(u,v) = C(v,u) Yu,v el
- C e associativa, C[C(u,v),w] = Clu,C(v,w)] Vu,v,w € I
- Se ¢ e una costante, allora ce € ancora un generatore di C.

Copule archimedee: tabella riassuntiva

Copula Dip. Negativa Dip. Positiva w I1 M
Gumbel x v x v v
Ali-Mikhail-Hag v v x v X
Clayton X v X v v
Frank v v v v v
Joe X v X v v
BB1 v v % v v
BB6 % v % % v

Appendice 5: Copule archimedee (peculiaritd analitiche)




Principali famiglie di copule bivariate

Tabella riassuntiva

Copula Dip. Negativa Dip. Positiva

Gaussiana
t-student

Gumbel
Ali-Mikhail-Haq
Clayton

Frank

Joe

BB1

BB6

Fréchet

Marshall-Olkin
Farlie-Gumbel-Morgenstern
Plackett

NN ® N|x N x N X x¥[X N
AN NI NI N B NN N U U N N NN
A& & \|®% ¥ ¥ \ ¥ ¥ &[\ \|=

R P NN SR RN AN =

L x x (N 8 x XX XI=

Appendice 6: Altre famiglie di copule (peculiarita analitiche)
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Appendice I: v.a. unidimensionali e bidimensionali

Variabili aleatorie unidimensionali Torna alla presentazione

Considerando una v.a. unidimensionale, si definisce funzione di ripartizione (FdR) la funzione Fy(x) =
P(X < x).

La funzione Fy (x) ha dominio R e codominio [0,1], Fy(x): R — [0,1].
La funzione Fy(x) possiede le seguenti proprieta:

- € monotona non decrescente

e limitata, 0 < Fy(x) <1

e continua a destra

- lim Fy(x) =0
X——00

- lim Fy(x) =1
x—+00

Per una variabile casuale discreta si ha: Fg(x) = inSxP()? = x;) € x; rappresentano i punti di discontinuita

della funzione.

dFx(x)
dx

Per una variabile casuale assolutamente continua si ha: Fy(x) = f_xoo fx(t)dt, da cui fx(x) =



Appendice I: v.a. unidimensionali e bidimensionali

Variabili aleatorie bidimensionali Torna alla presentazione

Data una v.a. bidimensionale, si definisce funzione di ripartizione la funzione F(x,y) = P(X < x,Y <y).
La funzione F(x,y): R? - [0,1], possiede le seguenti proprieta:
- e monotona non decrescente rispetto ad ognuno dei sui argomenti
e limitata, 0 < F(x,y) <1
lim F(x,y) =20 eyl_i)r_nooF(x,y) =0

X——00

lim F(x,y)=1

X,y —+00

Dati x1,x, € y1,y, con x; < x5, y1 < y, vale:

P(x; <X Sx5,¥1 <Y Sy,) = F(xg,¥2) — F(xq,¥2) — F(x2, 1) + F(x1, 1) =0

che prende il nome di "diseguaglianza rettangolare".



Appendice I: v.a. unidimensionali e bidimensionali

Variabili aleatorie bidimensionali Torna alla presentazione

Data una v.a. bivariata continua dotata di FdR F(x, y), valgono le seguenti relazioni:
1) Le FdR delle v.a. marginali sono ottenute come, F(x) = F(x,) e F(y) = F(oo,y).

D) FCuy) =[5, 2, fx(®) fy(w)dedw, dacui f(x, ) = 552

3) Le funzioni di densita condizionate delle v.a. marginali sono definite come:

_fy) _fxy)
fxly) = 0 ; fylx) = 00

4) Le FdR condizionate delle v.a. marginali sono definite come:

dF (x,y) | _0F(x,y)
5 [fO) s FOIx) = ———/f(x)

F(xly) =



Appendice 2: Estrazione funzione copula data una v.a. bidimensionale

Definizione della funzione copula data una v.a. bidimensionale Torna alla presentazione

Esempio (segue)

Si consideri la seguente funzione di ripartizione congiunta, definita in letteratura come distribuzione
logistica bivariata di Gumbel (Kotz, Balakrishnan e Johnson (2000, p. 551)),

Flx,y) =1 +e*+e¥)1

con X e Y € R. Tramite metodo dell'inversione e possibile esplicitare la funzione copula che lega le variabili
marginali. Le FdR marginali sono ottenibili come,

F(x) =F(x,0)=(1+e %1

F(y) =F(o,y) =(1+e™)7!
Le funzioni F(x) e F(y) possiedono la seguente funzione inversa,

Fl(w) =—-In <1 — u)

u

F1(v) = —-In (1 — v)
v

Da cui e possibile trovare la funzione copula:
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Appendice 2: Delinizione copula data una v.a. bidimensionale

Definizione della funzione copula data una v.a. bidimensionale Torna alla presentazione

Data la conoscenza delle funzioni F(x,y), F~1(u) e F~1(v) & possibile trovare la funzione copula:

C(w,v) = Fry (Fr(w), Fri(v))

(5ol 57)

-1

1—-u 1—-v
:[1+ + ]
u %

uv

u+v—uv

La copula cosi ottenuta appartiene alla famiglia di Ali-Mikhail-Haq; in particolare, in tale circostanza il
parametro caratteristico della famiglia considerata e pari all'unita, 6 = 1.

Esempio (fine)
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Appendice 3: Costruzione v.a. bidimensionale data una funzione copula

Costruzione di una v.a. bidimensionale data una funzione copula Torna alla presentazione

Esempio

Riprendendo /’esempio precedente, € possibile mostrare come costruire una distribuzione bivariata con
marginali arbitrarie e funzione copula prefissata.

Si consideri la copula Ali-Mikhail-Hagq di parametro 6 = 1, C(u,v) = —
v.a. marginale dotate di FdR paria: F(x) = (1 + e *)"1e F(y) = (1 + e 7).

Ricorrendo al teorema di Sklar e possibile costruire la funzione di ripartizione congiunta:

F(x,y) = C(F(x),F(y))

B (1+e ™) 11 +e )
T (A4 e™) 1T+ A4e ) T—A+e*)1(1+e V)1

=(1+e*+e ) !
che risulta essere la distribuzione logistica bivariata di Gumbel dell'esempio precedente.

e si considerino le seguenti

Esempio (fine)
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Appendice 4: Altre famiglie di copule ellittiche

Distribuzione e copula Kotz Torna alla presentazione

« Dominio: R?
« Parametri: p,s € R* e N tale per cui 2N + n > 2 (con n numero di dimensioni considerate)

()
()

< 1 - . .
* Proprieta:se N =s=1ep = p allora la v.a. coincide con la Gaussiana.

* Funzione di densita:

/S |E|2(x — w)'E (e — )]V Texpl{—pl(x — W'E"1(x — )
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Appendice 4: Altre famiglie di copule ellittiche

Distribuzione e copula Pearson VI Torna alla presentazione

« Dominio: R?
« Parametri: m € R* e N tale per cui N > g (con n numero di dimensioni considerate)

* Funzione di densita:

anV'y=1(r _ TN
£y x,) = 1 TW) |Z|_%1+(x W' (x—p

mmI'(N — 1) m

 Proprieta: per N = %(m + n) si ottiene la distribuzione t-student.
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Appendice 4: Altre famiglie di copule ellittiche

Distribuzione e copula Exponential Power Torna alla presentazione

e Dominio: R?
e Parametri: k € R*

* Funzione di densita;
1

2 1
fxq,%2) = 5 || 2 exp {—5[(36—”)’2‘1(35—”)]’6/2}
T (1 + E) 2(1+42/K)

 Proprieta: per k = 2 si ottiene la distribuzione Gaussiana.

o1



Appendice 5: Copule archimedee (peculiarita analitiche)

Copule archimedee: Gumbel Torna alla presentazione

Tale famiglia di copule e caratterizzata dal parametro 8 € [1; ) ed e dotata, per u,v € I, della seguente
FdR:

C(u,v) =exp {—[(— Inw)? + (= In v)e]%}
con generatore ¢(t) = (—Int)?.

1

Il 7 di Kendall € pariat = %, mentre i coefficienti di dipendenza di coda sono parid; = 0e Ay = 2 — 2.
Le proprieta di cui gode tale copula sono le seguenti:
esef=1,C =1II

e g > o0, C =M.
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Appendice 5: Copule archimedee (peculiarita analitiche)

Copule archimedee: Ali-Mikhail-Haq Torna alla presentazione

Tale famiglia di copule e caratterizzata dal parametro 8 € [—1;+1] ed e dotata, per u, v € I, della seguente

FAR:
uv

Cwv) =T T a =

con generatore ¢(t) = In 1_9(t1_t).

_ _ 2
Il T di Kendall & pariat = 3‘:62 _ 2(;9? In(1 — 6) ed & compreso nell’intervallo 7 € [—0,1817; 0,3333].

Tale copula non possiede dipendenza di coda.

Tale copula gode dalla seguente proprieta:
esef=0,C=1IL
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Appendice 5: Copule archimedee (peculiarita analitiche)

Copule archimedee: Clayton Torna alla presentazione

Tale famiglia di copule e caratterizzata dal parametro 8 € (0; ) ed e dotata, per u, v € I, della seguente
FdR:

1
Clu,v) = (u‘e 4+ v78 — 1)_5

con generatore ¢(t) = %(t‘e —1).

1
Il 7 di Kendall e pariat = %; tale copula possiede dipendenza di coda inferiore pariaA; = 2 6 per 8 > 0.

Tale copula gode dalle seguenti proprieta:
*sef —>0,C=1II
e S > o0, C =M.
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Appendice 5: Copule archimedee (peculiarita analitiche)

Copule archimedee: Frank Torna alla presentazione

Tale famiglia di copule e caratterizzata dal parametro 8 € (—o0; 0) U (0; ) ed e dotata, per u,v € I, della
seguente funzione FdR:
(e—Qu _ 1)(6—91) _ 1)]

(e7% —1)

1
C(u,v) = —Eln [1 +

-0t _
con generatore ¢(t) = —In (86_9_11)

Il T di Kendall é pariat =1 — % [1 — D,(8)], dove Dy (x) € la funzione di Debey*. Tale copula non possiede
dipendenza di coda.

La copula Frank gode dalle seguenti proprieta:

e Sef = -, C=W,;

*sef - 0,C=II 6=>5
e S5 > o0, C =M.

tk

k rx 55
1Dk(x) - Ffo et—1

dt.



Appendice 5: Copule archimedee (peculiarita analitiche)

Copule archimedee: Joe Torna alla presentazione

Tale famiglia di copule e caratterizzata dal parametro 8 € [1; ) ed e dotata, per u,v € I, della seguente

FAR:
1

Cuv)=1—(a? +v% —u%9%)°
doveu =1—wuev =1—wv. Il generatore & p(t) = —In[1 — (1 —¢)9].

Il = di Kendall & pariat=1 +%f01tln(t)(1 — 1)2(1-0)/9g¢. Tale copula possiede dipendenza di coda
superiore paria Ay = 2 — 2%.

La copula Joe gode dalle seguenti proprieta:
esef=0,C=1II

e 5 > o0, C =M.
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Appendice 5: Copule archimedee (peculiarita analitiche)

Copule archimedee: BB1 Torna alla presentazione

Tale famiglia di copule e caratterizzata da due parametri 8 € (0; ) e 6 € [1;0) ed e dotata, per u,v €I,

della seguente FdR: )

clwv) = {1 +@?-1)"+ (v - 1)6]%}_5

: 5
con generatore & ¢(t) = (Y —1)".

Il T di Kendall e pariat =1 —

1

AL = 2_%e/1l, = 2 — 24,
La copula BB1 gode dalle seguenti proprieta:
csefd>0ed—1,C=1Ii —
*Ssefd >0ed > oo, C=M, §=1,5

1005 Tale copula possiede dipendenza di coda sia superiore che inferiore:

S7




Appendice 5: Copule archimedee (peculiarita analitiche)

Copule archimedee: BB6 Torna alla presentazione

Tale famiglia di copule e caratterizzata da due parametri 8,6 € [1; ) ed e dotata, per u,v €1, della

seguente FdR: .

Clu,v)=1— <1 — exp {— [(— In(1 - @%))° + (- 1n(11— 59))6]%})5

1\]e
doveu =1—uev=1-—wv.llgeneratoree ¢(t) =1 — [1 — exp(—t_5 ] .

—In(-(1-+1)(1-t-(1-t)"9+t(1-0t)
06

0
Il 7 di Kendall ¢ pariat = 1+ 4 f, dt.

1

Tale copula possiede dipendenza di coda superiore: Ay = 2 — 26s.
La copula BB6 gode dalle seguenti proprieta:

* se 8 = 1, C coincide con la copula Gumbel; 0 =15
e sef booed > oo, =M. =15




Appendice 6: Altre famiglie di copule (peculiarita analitiche)

Altre famiglie di copule: Fréchet Torna alla presentazione

Tale famiglia di copule e caratterizzata da due parametri 8,6 € [0; 1], tali per cui 8 + 6 < 1,ed e dotata, per
u, v € I, della seguente FdR:

Clu,v) =60M(u,v)+ (1 -0 — 5w, v) + SW(u,v)
dove W(u,v) e M(u,v) rappresentano rispettivamente i limiti inferiore e superiore di Fréchet, mentre
[1(u, v) rappresenta la copula prodotto.

(0-6)(0+6+2)
2 :

Tale copula non possiede alcuna dipendenza di coda.

Il 7 di Kendall € pariat =

La famiglia di copule di Fréechet gode dalle seguenti proprieta:
cesef=0e6=1,C =W,

e e =6=0,C=1I;

esef=1e6=0,C =M.

Si noti che le copule W e M sono singolari e hanno come supporto la diagonale secondaria (u =1 —v) e
quella principale (u = v) del quadrato di lato unitario definito da I%. La copula I, di contro, € assolutamente
continua e definita su tutto il piano I4.



Appendice 6: Alire famiglie di copule (peculiarita analitiche)

Altre famiglie di copule: Frechet

o
1 os
L] os
=
o4
. on s
o8 o
os
o4
o1 - w L1]
ot
=
o
.

6=0 60=0

L
L1
o
=
o
1 a8 4
ns o3
os
o4
(1] " '
1
\3'
=
-
.

Torna alla presentazione

[

0=1

§=1 §=0

-
9 =03 o =1
§=03 §=0
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Appendice 6: Alire famiglie di copule (peculiarita analitiche)

Altre famiglie di copule: Marshall-OlKkin Torna alla presentazione
Tale famiglia e caratterizzata da due parametri 8,6 € [0; 1] e possiede, per u, v € I, la seguente FdR:
1-6 6 )
: _ _ u-"’v, u’ zv
C(u,v) = min(ul=%,uv?=?) = s 0 5
uv u’ <v

la copula e dotata sia di una componente assolutamente continua che una singolare, individuata dalla curva
ue = 176.

66
0-65+68"

Tale copula possiede dipendenza di coda superiore, A; = min(6, §).

Il T di Kendall e pariat =

La famiglia di copule di Marshall-Olkin gode dalle seguenti proprieta:
e =6=0,C=II; -
esef=6=1,C=M.

6 =05
6 =0,75

02 0.4 0.6 0.8 1
u
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Appendice 6: Alire famiglie di copule (peculiarita analitiche)

Altre famiglie di copule: Farlie-Gumbel-Morgenstern Torna alla presentazione

Questa famiglia definisce una classe di copule uniparametriche, dotata di parametro 8 € [—1; 1] e, per u,v €
I, forma funzionale:

C(u,v) =uv+ 0uv(l —u)(1—v)
Il 7 di Kendall e pariat = ﬁ, dacuit € [—3;3].
9 9°9

Tale copula non possiede dipendenza di coda e, inoltre, coincide con la copula prodotto quando 8 = 0:
s =0,C=1IL
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Appendice 6: Alire famiglie di copule (peculiarita analitiche)

Altre famiglie di copule: Plackett Torna alla presentazione

Tale famiglia e una classe di copule uniparametriche, dotata di parametro 8 € (0,1) U (1, ) e, per u,v € I,
possiede FdR pari a:

[1+@—-Du+v)]—[1+0—-1D@u+v)]?—4uvd6 — 1)
20 —-1)
Per il T di Kendall non esiste una forma analitica in grado di esprimerlo in funzione di 6.

C(u,v) =

Tale copula non possiede dipendenza di coda e, inoltre, gode delle seguenti proprieta:
e sef -0, C=W;
esef—>1,C =1

e g > o0, C =M.
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